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TD 2 : Intégrales généralisées

Exercice 1. Etudier la convergence ou la divergence des intégrales de Bertrand :
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Exercice 2 Etudier la convergence ou la divergence des intégrales suivantes :
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Exercice 3. Calculer les intégrales généralisées suivantes :
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avec a, 8 € [0, 4+o0].

Exercice 4. Soit f une fonction continue et positive définie sur R. Indiquer, en justifiant votre
réponse, si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

a. Silims, 400 f(t) = 0 alors l'intégrale généralisée f0+°o f(t)dt est convergente.
b. Si l'intégrale généralisée fOJrOO f(t)dt est convergente alors lim;_, 1o f(t) = 0.

c. Silintégrale généralisée f0+oo f(t)dt est convergente et si f est décroissante alors lim;_, 1 oo tf(t) =

0. Indication : on pourra remarquer que xf(2x) < ffz f)de.

Exercice 5. (Fonction Gamma)
a. Montrer que pour tout = > 0, U'intégrale impropre I'(x fo t*~Lexp(—t)dt est convergente.
b. Montrer que I'(z + 1) = «I'(z) en utilisant une intégration par parties.

c. Calculer I'(1) et en déduire que I'(n + 1) = nl.

Exercice 6. (Théoréme d’Abel) Soit f une fonction C! sur [a, +oc[, positive, décroissante, ayant
une limite nulle en +00. Soit ¢ une fonction continue sur [a, 400, telle que la primitive f g(t) dt est
bornée. Montrer que l'intégrale

/+DO f(®)g(t) dt  converge.

Exercice 7. A l'aide d’une comparaison série-intégrale montrer que l'intégrale
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est divergente. En déduire que les intégrales suivantes sont semi-convergentes :
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Exercice 8. Soit f une fonction de R dans R continue et périodique dont ’'intégrale fooo f(x)dx est
convergente. Montrer que f est la fonction nulle. Indication : raisonner par ’absurde et utiliser le
critére de Cauchy.
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Exercice 9. Comparaison série-intégrale. Montrer que, lorsque n — oo :

n n 1
a. Z Vi ~ %n\/ﬁ b. In(n!) ~nlnn c. Z ~ In(lnn)
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