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TD 3 : Suites et séries de fonctions
Exercice 1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions
(fn)n>1 suivantes :
a. fn(z) = ZZ;S 2% sur | — 1,1[, puis sur [~a,a] avec 0 < a < 1.

nz"In(z) si0<z<1

b. fn(z) = { sur [0, 1].

0 siz=0
c. fn(x) = e ™ sin(2nz) sur Ry puis sur [a, +ool, avec a > 0.
d. fn(z) =sin(z) exp(l — x/n) sur z € [0, 27].

e. fn(z) =In(z*+ nz?) sur ]0, +ool.

n z?
f. fn(a:) = Zp:() m sur R.

g fulz) = % sur R.

h. fn(z) =sin" z cosx sur R.

Exercice 2. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur
un intervalle I. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses:

a. Siles fonctions f,, sont croissantes alors f 1’est aussi.
b. Si les fonctions f, sont strictement croissantes alors f ’est aussi.

c. Si les fonctions f,, et f sont continues, alors la convergence est uniforme.

Exercice 3. Soit (f,)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
ful) = T
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Calculer .
I, = /0 fa(t)dt et nl;ngo I,.

En déduire que la suite (f,,)n>1 n’est pas uniformément convergente sur [0, 1].

3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur
[0, 1].

Exercice 4. Soit .
sin nx

NG

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite ( fr)n>1-

fn(z) =

zeR, n>0

2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite des dérivées ( fhn>1-

3. Que pouvez-vous en conclure ?

Exercice 5. (Suite récurrente)
On définit une suite de fonctions f, : [0,1] — R par fo = 0 et pour tout n € N et tout x € I = [0, 1],

Fusa() = ful) + 5 (2~ (Fal@))?).
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1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur I vers la fonction z — /x.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1,

0<vi- @ <vi(1-%)

3. En déduire la convergence uniforme sur [

Exercice 6. FEtudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonctions de
terme général :

1
1. = >1 .
In(@) coshnz’ zzl,neN
1
% fult)=—————— zER, n>0.
fn(@) n(|lz —n|+1)
2
3, fn(z):(q)nxng” zE€R, neN.

Exercice 7. Pour tout n > 1 et x € R, soit

fala) = (1) (14 s ),

Montrer que la série converge uniformément sur R, . La convergence est-elle normale sur Ry 7

Exercice 8. Pour x € Ry, on pose f,, = %W
1. Montrer que la série Y | f, converge simplement sur R .

2. Montrer que la série >~ f,, converge uniformément sur tout intervalle [0, A] avec A > 0. La
somme de cette série est-elle continue ?

3. Vérifier que, pour tout n € N,
2n

S 1
2 2 — :
k:n+1n +k 5

4. En déduire que la série 210;1 fn ne converge pas uniformément sur R, .

Exercice 9. Montrer que la série

o (=D)"
2 n—+xm

n
converge uniformément sur Uintervalle [—1, 1].

Exercice 10. Soit I =]1,+oo[. Pour x € I, on pose

f@) =3

n=0

1. Vérifier que f est définie sur I.
2. Montrer que f est continue sur I.
3. Montrer que f est de classe C! sur I.

4. Montrer que lim,_,;+ f(x) = +00
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Exercice 11. Montrer que la fonction f définie par

est continue sur |0, 7[.

Exercice 12. On considére la série de fonctions
o0
=4
S(x) = .
(z) ; e

1. Prouver que S est définie sur | — 1, 4+o0.

2. Prouver que S est continue sur I.

3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est croissante sur I.

nx

. ©1s L. . —+o00 _ xze”
Exercice 13. On considére la série de fonctions ) '~ f,, avec f, = H—.

1. Démontrer que > -, f, converge simplement sur R.

2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R;.

3. Pour z € R, on pose R, (z) = Z:ZOZH fx(z). Démontrer que, pour tout = > 0,

—T

0= l@) < D —e )

et en déduire que la série converge uniformément sur R .

Exercice 14. (Fonction zeta)
On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la variable x € R définie par la formule

()=

1. Donner le domaine de définition de ¢ et démontrer qu’elle est strictement décroissante sur
celui-ci.

2. Prouver que ( est continue sur son domaine de définition.

3. Montrer que pour tout entier £ > 1 et pour tout s > 0, on a

1 /kﬂda: 1
- < =< =,
(k+1)s = J, x5 ~ ks

En déduire que {(s) ~1+ Sil.

4. Démontrer que ( est convexe.

5. Montrer que limg_, 4o ((s) =1 et tracer la courbe représentative de (.



