Université de Bourgogne — Licence 3 — 2016-2017 Analyse Fonctionnelle

Devoir Maison

Exercice 1.  Soit p €]1, +00[. On note LP I'espace LP(]0, +oo[, B(]0, +0oo[, A) avec A la mesure de
Lebesgue sur les boréliens de ]0, +o0].
Soit f € LP. Pour x €]0,+00[, on pose

1
F(z) =~ / Fljo.a( X

Le but de l'exercice est de montrer F' € L et [|[F||, < -5 |[f]|, (Inégalité de Hardy).

1. Soit f :]0,+o00o[— R une fonction continue & support compact.
(a) Montrer F' € C1(]0,4+o0[) N LP. Montrer que zF'(z) = —F(z) + f(z) pour tout = > 0.

(b) Supposons f(z) > 0 pour tout = €]0, +oo[. En utilisant une intégration par parties, montrer

que
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En déduire, en appliquant I'inégalité de Holder, que | F||, < I%Hf”p.
(¢) Montrer que ||[F[[, < JZ[[f|[p pour tout f € Cc(]0,+00[) (on ne suppose plus f positive).
2. Soit f :]0,4+o00[— R dans LP.

(a) Montrer qu’il existe une suite (fy)nen de fonctions continues & support compact dans
10, +00] telle que lim, 1o || fr — fllp = 0.
Indication : On pourra utiliser la densité de C.(R,R) dans LP(R, B(R), \).

(b) Montrer que F* € C(]0, +oo[) N LP et que [[F[|, < 57| flp-
3. Montrer que

1Ely o+ }:P
swp {7 e o211, 20) = 20

Indication : On pourra considérer la suite (fn)nen= définie par f(t) = f%]l]lm[(t) pour t €
10, 4-o0l.
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