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Devoir Maison

Exercice 1.
1. Soit H muni du produit scalaire (-,-) un espace de Hilbert complexe et soit || - || = \/{-, ") la
norme associée au produit scalaire.
(a) Pour tout x,y € H, montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(= o) < llz[lllyll-

(b) En déduire que si (z,,), converge vers x et (yy,), converge vers y dans H, alors ({n, Yn))n
converge vers (z,y) dans C.
2. Soient a,b € R. On considére I'espace de Hilbert complexe H = L?(]a, b[, A\; C) muni du produit
scalaire

(f,9)12 = f()g(t) dA(t)

Ja,b]

avec A la mesure de Lebesgue. On définit 1’espace de Sobolev :

u®I OO =~ [ wtol) dA(t)} .

Ja,b]

H'(Ja,b]) = {u € H,3we HV¢ € C;’O(]a,b[),/
Ja.b[

Rappel : C(Ja,b[) est lensemble des fonctions ¢ € C*([a,b]) & support compact supp(p) C

la,b]. Le support d’une fonction ¢ est l'adhérence de l’ensemble {x €|a,b],p(x) # 0}, i.e.

supp(¢) = {z €]a, b[, (x) # 0}.

(a) Montrer que H'(]a,b[) est un sous-espace vectoriel de L?(]a, b[). En particulier, montrer
que C'([a,b]) € H(Ja, b]).

(b) Montrer que si u € H'(Ja,b[) alors la fonction w € L?(]a,b|) est unique. Indication : on
pourra utiliser la densité de C°(]a,b]) dans L?(]a,b]) (voir ezercice 4 du TD 5)
Dans la suite, pour tout u € H'(]a, b[), on appellera w la dérivée faible de u et on notera
w=u.

(¢) Soit u:] —1,1[— C la fonction définie par u(z) = (—x)1)_1 0)(2) + x1)o,1{(x). Montrer que
u € H*(] — 1,1]) et calculer u’. Montrer que v’ ¢ H'(] — 1,1]).

(d) On considére (-,-) g1 : H'(Ja,b[) x H'(]a,b[) — C I'application définie par

(u, vy g = {u,v)p2 + (', 0 ) .

Montrer que (-, -) 1 est un produit scalaire sur H'(]a, b[).
(e) Montrer que H'(]a,b[) muni du produit scalaire (-,-) 51 est un espace de Hilbert.

(f) Est-ce que 'ensemble H'(]a,b[), vu comme sous-ensemble de L?(]a,b[) muni de la norme
Il - llL2, est fermé?
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