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TD4 : Espaces de Hilbert et séries de Fourier

Exercice 1. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert H. Montrer que M =
(M)
Exercice 2. Soit H un espace de Hilbert et L : H — K une application linéaire continue. Posons
M ={xe€ H| L(z) =0}.

1. Montrer que M est un sous-espace vectoriel fermé de H.

2. Montrer que si M # H alors M est un sous-espace de dimension 1.

Exercice 3. (Procédé de Gram-Schmidt) Soit {x,,n € N} un ensemble de vecteurs linéairement
indépendant dans un espace de Hilbert H. Pour tout n € N, on définit u,, de la facon suivante :

Lo
Uy =
[[zoll
v n—1
Up = = 5 Un = Tn — Z <xn7ui>ui7 n Z 1
Toul 2

1. Montrer que {u,,n € N} est un systéme orthonormé.
2. Montrer que, pour tout N € N, Vect({zo,...,xn}) = Vect({ug, ..., un}).

3. En déduire une preuve de I’existence d’une base hilbertienne dans un espace de Hilbert sépa-
rable.

Exercice 4. (Polynémes de Legendre) On considére espace de Hilbert réel H = L?([—1,1], \;R)
muni du produit scalaire

R N CTOR )

1. Soit Y = {yn,n € N} la famille dénombrable d’éléments de H définis par y,(t) = t".

(a) Montrer que ) est un ensemble de vecteurs linéairement indépendant et construire, via le
procédé de Gram-Schmidt, une famille orthogonale {p,,n € N}.

(b) Calculer explicitement pg, p1, p2 et ps.

(¢) Montrer que, pour tout n € N, p,, est un polynoéme unitaire de degré n.
2. Les polynémes de Legendre sont définis par la formule de Rodrigues :
1 dr
~ 2npldtn

P, () (t* —1)". (L)

(a) Montrer que la famille P = {P,,n € N} est orthogonale.
(b) En déduire que
27 (n!)?
Pn = LP’n-

(2n)!
(c) Calculer ||P,||* et en déduire un systéme orthonormé & = {e,,n € N} de H. Le systéme
orthonormé & est-il une base hilbertienne de H = L?([—1,1], \;R) ?
(d) Mountrer que la fonction f(t) = |t| se « décompose » selon la base £ de la fagon suivante :

o (2n4+1)(n—2)!
I N e e

1
t) ==
50 =3 |
n€EN*,n pair
Indication : On pourra remarquer P,(—t) = (=1)"P,(t) et en déduire qu’il suffit de calculer

fol tP,(t) dt pour n pair.
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3. Calculer

1
min |2® — a — br — cz?|? dx
a,b,ceR J_4

et en déduire

1
max/ 23g(x) dr

—1

avec g qui satisfait

/1 g(z) dz = /1 zg(z) dz = /1 22g(z) dz = 0, /1 lg(z)[? dz = 1.

—1 —1 -1 -1

Exercice 5. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie par f(z) = 22 pour
+oo 1 +oo (=" et +oo 1

x € [—m,7]. En déduire la somme des séries ) 7 -5, > 7 el P
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