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TD2 : Les espaces L

Exercice 1. (Inégalité de Tchebychev)
Soit f € LP(E, 1;K) avec 1 < p < co. Montrer 'inégalité suivante :

ve>0, w({lf > <)) <

Exercice 2. Soit espace mesuré (N, P(N), ) ot p est la mesure de comptage. On pose F =
LP(N, i; C).
1. Montrer que si 1 < p < q < 400, alors /P C /4.

2. Montrer que 'injection canonique j: P — £7 est une application linéaire continue et calculer
sa norme.

3. Montrer que si 1 < p < g < +0o alors Uinclusion 7 C (9 est stricte.

4. Montrer que si 1 < p < 400 alors le sous-espace vectoriel V' engendré par les suites e(k), e(k)
étant la suite qui vaut 1 au k-iéme terme et O sinon, est dense dans ¢P. En déduire que /P est
séparable pour 1 < p < 4o0.

Exercice 3. (Inégalité de Holder généralisée)
Soient p, g € [1,4+00] et r défini par % = % + %. Montrer que pour f € LP(E, u;K) et g € LI(E, u; K)
on a:

1 glle < [1f1pllgllg-

Exercice 4. Soit (F, &, 1) un espace mesuré tel que u(E) < oo. Soient 1 < p < ¢ < 400. Montrer
que l’injection canonique j: L? — LP est une application linéaire continue et calculer sa norme.

Exercice 5. Soit f € L"(E, u; K) pour r < +00. Montrer que
i (11l = 111l
Indication : Utiliser linégalité de Tchebychev.

Exercice 6.
1. Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;);¢cr telle que :
(a) pour tout ¢ € I, O; est un ouvert non vide de E,
(b) O;NO; =0sii#j,
(¢) I n’est pas dénombrable.
Montrer que F n’est pas séparable. (Indication : raisonner par l'absurde).

2. Pour tout 2 € R%, on pose f, = XB(z,1) O B(z,1) C R4 est la boule fermée de centre z et de
rayon 1. En utilisant la famille d’ouverts (O,) cre avec

0, = {f € Loo(Rd’Ad),Hf—fIHoo < ;}

montrer que L>(R%, \;) n’est pas séparable.

Exercice 7. Soit 1 < p < oco. Soit (fy)nen une suite dans LP(E, u;K) qui converge simplement
presque partout vers une fonction f de LP(FE, u; K). Montrer que la suite (fy)nen converge vers f
dans LP(E, u; K) si et seulement si lim,, o0 || fnllp = |1 f]]p-

Exercice 8. Pour une fonction f: R — C et pour h € R, on définit la fonction 7, f par (74f)(z) =
flx+h).
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1. Soit p € [1,00][.
(a) Montrer que pour tout h € R, 7, définit une isométrie de L? = LP(R, \).

(b) Soient g € C.(R) une fonction continue & support compact. Montrer que
Ve >0, 36 >0, Y(a,b) € R?, |a—b| < = ||Tag — Tgllp < €.

(c) En utilisant la densité de C.(R) dans LP, montrer que si f € LP, on alimy,_,q |7, f— f]|, = 0.

2. Donner un contre-exemple simple qui montrent que le résultat (c) n’est pas valable pour L.
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