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Exercice 1. Soit {f,} une suite de fonctions uniformément bornée qui sont intégrables au sens de
Riemann sur [a,b]. On pose

x
() = / fult) dt
a
pour tout @ < x < b. Montrer qu'il existe une sous-suite {Fj,, } qui converge uniformément sur
[a, b].
Exercice 2. Soit a > 0, on pose C® I'espace des fonctions de [0, 1] dans R telle que

[f(s) = F(D)]
[flo = sup LSO
“ s#t ’5 - t‘a
(1) Pour 0 < o < 1, montrer que C%® est un espace de Banach muni de la norme

[flla = [£O)] + [fla-
Pensez & vérifier qu’il s’agit bien d’une norme sur C%%.
(2) Pour a > 1, montrer que l'espace C%* est réduit aux seules fonctions constantes.
Exercice 3. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de I’espace de Hilbert H.
(1) Montrer que tout « € H peut s’écrire de fagon unique sous la forme
x=Pxr+ Qx
avec Px € M et Qu € M.
(2) Montrer que M = (M*)*.
(3) Soit L : H — R une application linéaire continue. Posons M = {x € H | L(z) = 0}.
(a) Montrer que M est un sous-espace vectoriel fermé de H.
(b) Montrer que si M # H alors M~ est un sous-espace de dimension 1.

Exercice 4. Soit f une fonction de R dans R, 27-périodique et de classe C! telle qu’il existe A € R
vérifiant :

(%) VteR, f'(t) = f(t+N).
(1) Montrer que f et f’ sont développables en série de Fourier.
(2) Montrer que, pour tout n € Z, (in — ™ )c,(f) = 0, ol les ¢, (f) sont les coefficients de

Fourier de f. Trouver toutes les f vérifiant 1’équation (*)

Exercice 5. Soit f une fonction 27-périodique de R dans C, continue par morceaux et a sauts
symétriques, i.e. :

vz € R, f(x) = 5 (F@) + f(7).

(1) On suppose que c,(f) = o(|n|~P). Montrer que f est de classe CP~2.

(2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de Fourier pour que f soit
de classe C*°.



